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Resumo - Este trabalho apresenta algumas
atividades de geometria analitica que podem ser
desenvolvidas, analisadas e argumentadas com o
uso de um software de geometria dinamica, o
Geogebra. Para isso foram realizados estudos em
monografias, teses de mestrado, e doutorado e
revistas sobre o assunto. O foco é observar se o
uso do Geogebra é uma metodologia viavel para o
ensino da geometria analitica e sugerir o uso desta
tecnologia no ensino abstrato desta disciplina nas
series do ensino médio estadual. E analisado
também, com base nas pesquisas bibliogréaficas, o
avanco da tecnologia e as mudangas que elas
causaram na maneira de ensinar.
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Abstract —This paper presents some analytical
geometry activities that can be developed, analyzed
and argued with the use of a dynamic geometry
software. For that studies in monographs, master's
theses, and doctoral and magazines on the subject.
The focus is to observe the use of Geogebra is a
viable methodology for the teaching of analytic
geometry and suggest the use of this technology in
the teaching of the subject in abstract series of high
school statewide. It also analyzes based on literature
searches the advancement of technology and the
changes they caused in the way of teaching.
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l. INTRODUCAO

A geometria, que nasceu com Euclides
através de conceitos propriedades e nocdes
primitivas foi e € importante para o
desenvolvimento intelectual e social do homem
pois é facilitadora da resolugdes de problemas e
do raciocinio visual. E presente nas mais simples
formas da natureza, como por exemplo, na arte,
escrita, arquitetura e no proprio corpo humano

pode ser visualizada no bidimensional e
tridimensional.

A geometria € um dos trés blocos
propostos para serem desenvolvidos pelo
curriculo de matematica do estado de S&do Paulo,
bases comuns e nacionais. Requer que oS
discentes  desenvolvam habilidades como
percepcéo, concepcao, construcéo e
representacdo de figuras geométricas e espaciais,
e que sirva de apoio para resoluges, aplicaces
de problemas em seu cotidiano. Este conteudo é
desenvolvido de forma espiralada em todas
series/ anos do ensino fundamental Il e médio
recebendo tratamento diferenciado a cada tema e
habilidade a serem desenvolvidas em cada
serie/ano [4]. Este bloco é abrangente, mas para
este estudo trataremos da geometria analitica,
que segundo [1], tem como fungdo tratar
algebricamente as propriedades e os elementos
geomeétricos.

A geometria analitica requer que 0s
discentes desenvolvam habilidades e
competéncias com simples representacfes de
pontos, figuras e relagcdes de equagdo no plano
cartesiano, até a resolucdo de problemas com
equac0es e inequac0es, identificagdo de equacdo
de reta, circunferéncia e formas conicas. Esta
relacdo da geometria e algebra foi desenvolvida
por René Descartes por volta do século XVII e
hoje faz parte do curriculo do estado de Séao
Paulo e dos PCNEM.

A tecnologia cada vez mais freqiiente no
ambiente escolar e mundial nos leva a pensar em
novas metodologias de ensino, ja que o avango
tecnologico é visivel em nosso cotidiano. N&o
podemos deixar de usar potenciais ferramentas
de ensino, ja que ha uma grande disponibilidade
de recursos como Internet, editores de textos,
planilhas e software educacionais. Ou seja, essas
ferramentas fazem lancarmos para os alunos
uma nova didatica, tornando o ensino mais
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interessante e colaborando para a mudancga de
relacdo entre aluno e professor. De acordo com
[3], essas metodologias nos levam a interpretar
em suas entrelinhas que temos desenvolver
habilidades nos discentes, levando os mesmo a
renovacdes de saberes.

E preciso ainda uma rapida reflexdo sobre a
relacdo entre Matematica e tecnologia.
Embora seja comum, quando nos referimos
as tecnologias ligadas a Matematica,
tomarmos por base a informatica e o uso de
calculadoras. Eses instrumentos, ndo
obstante suas importancias, de maneira
alguma constituem o centro da questdo. O
impacto da tecnologia na vida de cada
individuo vai exigir competéncias que vao
além do simples lidar com as maquinas. A
velocidade do surgimento e renovacdo de
saberes e de formas de fazer em todas as
atividades humanas tornardo rapidamente
ultrapassadas a  maior  parte  das
competéncias adquiridas por uma pessoa ao
inicio de sua vida profissional [3].

Segundo [6] é visivel a insercao das TIC
no dominio escolares, ja que os discentes estdo
em contato continuo com as mesmas. Ou seja,
estas sdo facilitadoras no ensino aprendizagens
ja que saem dos padrdes formais de ensino que
sdo lousa e giz, que pouco atraem 0s alunos.
Contudo, 0 uso de softwares ndo garante
melhoria no ensino; é necessario articular este
processo com novas metodologias para fazer
com que os alunos deixem de decorar formulas,
e passem a construir 0 conhecimento.

Neste contexto este trabalho vem propor
uma nova visdo para 0 ensino da geometria
analitica, ja que €& um assunto bastante
importante para os vestibulares e mesmo para
concursos que os alunos venham a prestar.
Como recurso de ensino serd utilizado o
Geogebra, que é um software de geometria
dindmica usado para abstrair alguns conceitos
geométricos e melhor construcdo das habilidades
e competéncias.

Il. O CURRICULO DE GEOMETRIA NAS
SERIES DO FUNDAMENTAL E MEDIO

A importancia da geometria ndo pode
ser descartada, j& que a mesma € parte

fundamental da estrutura curricular de ensino de
matematica das series iniciais até as finais. Nos
anos iniciais estdo inclusas a geometria bi e
tridimensional que trabalham as habilidades de
analisar, classificar, descrever, combinar,
transformar figuras geométricas, desenvolver a
percepcdo espacial, relacionar com idéias
numéricas e de medida.

No curriculo do fundamental Il e médio,
geometria, € um dos trés blocos propostos para
serem desenvolvidos pelo curriculo de
matematica do estado de S&o Paulo, bases
comuns e nacionais, pois requerem que 0S
discentes  desenvolvam habilidades como
percepcéo, concepcao, construcéo e
representacdo de figuras geométricas e espaciais
e gue sirva de apoio para resolucdes, aplicacfes
em problemas em seu cotidiano. Este conteido é
desenvolvido de forma espiralada em todas
series/ anos do ensino fundamental Il e médio
recebendo tratamento diferenciado a cada tema e
habilidade a serem desenvolvidas em cada
serie/ano. Os trés blocos: Numeros, Geometria e
Relacbes tratam de uma area da matematica, na
qual é impossivel desenvolver estes blocos
individualmente ja que eles séo ligados.

A geometria € bem extensa e se divide
em varios ramos. Um destes ramos é a geometria
analitica que também faz parte do contetdo a ser
trabalhado no ensino médio e que necessita de
pré-requisitos  geométricos e  algébricos
adquiridos em anos anteriores para desenvolver
habilidades requeridas pelo curriculo;

e Saber usar de modo sistematico sistemas de
coordenadas cartesianas para representar
pontos, figuras, relacdes, equacgdes;

e Saber reconhecer a equacdo da reta, oS
significados de seus coeficientes e as condi¢des
que garantem 0 paralelismo e
perpendicularidade entre retas;

e Compreender a representacdo de regiGes do
plano por meio de inequagdes lineares;

o Saber resolver problemas praticos associados
a equacdes e inequac0es lineares;

e Saber  identificar as  equacBes da
circunferéncia e das conicas na forma reduzida
e conhecer as propriedades caracteristicas das
conicas;[4].

Para que estas habilidades sejam
assimiladas pelos alunos, deve-se seguir um
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roteiro de conteldos que estdo previstos para
serem trabalhados no primeiro bimestre e
terceiro ano do ensino médio das escolas
publicas, de acordo com o [4];

e Pontos: distancia, ponto médio e
alinhamento de trés pontos;

e Reta: equagdo e estudo dos coeficientes,

problemas lineares;

Ponto e reta: distancia;

Circunferéncia: equacéo;

Reta e circunferéncia: posicdes relativas;

Conicas: noc¢des, equacdes, aplicacdes [4]

Esta grade curricular é semelhante a um
mapa no qual ndo cabe tudo sobre o tema, mas o
essencial para serem  trabalhadas  as
competéncias. Cada professor deve se planejar
de acordo com esse mapa para lancar-se de uma
estratégia de qual sera a profundidade, os
recursos didaticos pedagdgicos e objetivos a
serem alcangados.

Assim, podemos concluir que o ensino da
geometria analitica ¢ mais do que um simples
componente curricular; deve ser ensinada
levando o aluno a assimilar e relacionar com as
diversas situagdes praticas através de mecanismo
que a torne menos abstrata.

I11. METODOLOGIA

Tendo como base inicial deste trabalho o
uso do software como um instrumento de ensino
aprendizagem mais atraente para os alunos do
ensino médio, para a realizagdo deste trabalho
seréd explorada a literatura cientifica sobre o uso
das novas tecnologias no ensino, visando a
viabilidade de posteriormente ser sugerido como
um apoio para o ensino da Geometria Analitica.

Também, por meio de analises de vérios
softwares, inclusive do Geogebra, sera mostrado
que este é o mais adequado para ser trabalhado o
principal elemento curricular da geometria
analitica relacionando suas definigdes e
construgdes graficas objetivando melhorar o
raciocino para  conceitos  algébricos e
geométricos que sdo muitos abstratos.

Muitos objetivos sdo esperados com a
realizacdo desta pesquisa, dentre eles mostrar
uma relacdo entre o0 geogebra e o ensino da
geometria analitica, trazendo para os alunos e

professor, uma nova ferramenta de ensino e
aprendizagem através do questionamento,
analise de construgdes e conceitos.

IV- O USO DE SOFTWARES NO ENSINO
DA MATEMAICA

O uso da tecnologia é cada vez mais
presente na sociedade por ser de féacil
manipulagdo e  revolucionério, tornando
situacBes antes burocraticas em situacdes
simples.

Na educacdo nédo seria diferente; 0 uso
de midias, multimidias, jogos, Internet e
software no ensino é cada vez mais comum, ja
gue 0 mesmo torna uma situacdo abstrata em
situacOes mais dindmicas.

Grandes grupos de professores estdo
buscando novos métodos de ensino e entre eles o
uso de TICs. Os softwares sdo 0s centros das
pesquisas relacionados a conteldos matematicos
como fungdes quadréticas, trigonométricas e na
geometria plana, espacial e analitica, pois
possibilitam uma constru¢cdo do conhecimento
de forma mais concreta.

Segundo [3], a evolucdo tecnoldgica
trouxe uma nova visdo social com relagcdo a
maneira de aprender, socializar e produzir. Esse
mundo globalizado requer que o individuo
renove diariamente seu aprendizado. Essa
transformacdo contribui para que o aluno deixe
de construir seu conhecimento através da
memorizagao .

De acordo com [2] o ensino onde o
aluno s6 adquiria conhecimento nas salas de aula
e o professor era detentor do conhecimento,
passa por uma mudanca. Neste sentido também
o docente sera orientador do aluno, fazendo com
que busque sua aprendizagem em “coisas”que ja
ultrapassaram 0s muro das escolas.

Como lembra [1] ndo podemos nos
omitir com a insercdo destas tecnologias na
educacdo, devido a sociedade cobrar um saber
tecnoldgico, seja para trabalho ou para obtencao
do conhecimento, que € cada vez mais acessivel
a qualquer momento.

V- GEOGEBRA

De acordo com o manual de ajuda, o
Geogebra é um software desenvolvido por
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Markus Hohenwarter com o objetivo de
trabalhar com a matematica através construcéo e
analise das situagdes construidas. Este programa
tem uma interface dindmica onde se relaciona
algebra, geometria e calculo. As multiplas vistas

73| GeoGebra
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é um diferencial deste material, que possui uma
folha de calculo, zona algébrica, zona gréfica,
barra de ferramentas, entradas de comandos,
barra de menus e barras de ferramentas como
monstra a Figura 1.
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Figura 1- Tela de entrada do Geogebra.

Na Zona Gréafica podem ser construidos
gréficos e figuras geométricas com a ajuda dos
elementos da barra de ferramentas. Simultaneo
as construcbes na zona grafica, ha uma
representacdo dos elementos na zona algébrica e
estes sdo atualizados automaticamente quando
ocorre uma interferéncia na zona grafica. A
Caixa de comando é uma parte fundamental
também neste software e podem ser digitadas
sentencas como fungdes, pontos, equacles de
reta, do mais variados tipos, logo ap6s a
digitacdo a uma representacdo grafica da
sentenca.

O Geogebra vem sendo o centro de
varias pesquisas relacionas as tecnologias do
ensino de geometria plana, espacial e analitica e
outras areas da matematica.

Geometria analitica e o software e 0 Geogebra

E interessante abordar este tema usando
0 recurso da historia da matematica, levando os
alunos a se interessarem mais por questes
relacionadas a0  surgimento,  evolucdo,
aplicagBes da geometria analitica e qual a sua
relagdo com ponto, reta, curvas, e descrigcdes
algébricas.

Apobs uma abordagem que leva o aluno a
guestionar os fatos que envolvem a geometria
analitica, é necessaria a introducédo de definicdes

matematicas como sistema cartesiano ortogonal,
coordenadas, ponto, par ordenado e entre outras
definicbes que serdo Uteis para inicio dos
estudos da geometria analitica:

Definicdo: Sejam x e 'y dois eixos
perpendiculares entre si dispostos em um
plano.Esses eixos se cruzem em um ponto O
(origem). Esse sistema é conhecido como
sistema cartesiano ortogonal e o plano
determinado pelos eixos como plano cartesiano.
O plano ¢é dividido pelos eixos x e y em quatro
regibes denominadas quadrantes, que s&o
numerados de um a quatro. Denomina-se
primeira bissetriz a reta que divide 0 1° e 0 3°
guadrantes, e segunda bissetriz a que divide 2°
e 0 4° quadrantes.em um plano cartesiano,
localizam um ponto P utilizando um para
ordenado ( a,b) sendo a e b pertencente aos
reais.[7].

As definicOes introdutorias da geometria
analitica sdo construidas nas series anteriores
do ensino fundamental e médio, mas no
terceiro ano do ensino médio ela ganha uma
fundamentacdo mais aprimorada, para resgatar
estes conceitos e habilidades ja desenvolvidas.
Apos este trabalho conceitual ser desenvolvido,
seria interessante ser trabalhado com o
geogebra como na Figura2 abaixo .
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bissetriz: y = -x

A

B

° °
Ponto (-2,3) ponto(1,3)
2°Quadrante 1° Quadrante
X
4 -3 2 1 2 2 S 7
4° Quadrante
3°Quadrante
C
°
Ponto(-1,-2) Ponto(1,-2)

blssemz: y=X

Figura 2. Plano cartesiano (construida no Geogebra)

As defini¢des trabalhadas na Figura 2
séo de plano cartesiano, sistema ortogonal, eixo
das abscissas e eixo das ordenadas, ponto e suas
caracteristicas,  bissetrizes dos quadrantes
impares e pares. Para se trabalhar com este
software é necessario que o aluno tenha o
conhecimento previo destas definigdes e que o
programa auxilie no desenvolvimento do
raciocinio e na sua construcdo conceitual.

Outras defini¢bes importantes sdo as de
ponto médio e distancia entre dois pontos,
condicbes de alinhamento de trés pontos que
também podem ser trabalhadas em sala de aula e
posteriormente construidas usando o programa,
mas um dos topicos principais e fundamentais
desta parte sdo as equacOes de retas que sdo
desenvolvidas durante todo os anos do ensino
fundamental e médio em forma de uma funcgéo
afim representadas em problemas de producéo
ou de crescimento e decrescimento linear.

Definicdo A toda reta do plano
cartesiano € possivel associar uma equacao da
forma ax+by+c =0, com a, b,c pertencente

aos reais e a#0 ou b=#0, sendo x e y
coordenadas de um ponto qualquer da reta .[7].

Esta definicdo nos leva a equacédo geral
da reta, ou seja um tratamento analitico. Existem
varias formas de se encontrar esta equag&o.

Uma delas é wusar o célculo de
determinante, que para desenvolver é necessario
conhecer pontos A e B pertencentes a uma reta e
um ponto P qualquer desta mesma reta como a
demonstracao abaixo:

b {7 SO R Sy

M )

o

Figura 3. Equagéo de reta tragada por pontos A,
B e P qualquer do plano (construida usando o
Geogebra)
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A Equacdo da reta representada na Figura 3
pode ser obtida resolvendo o determinante:

X Y
Xa Ya 1=0
Xb Yb

= XY, XYy F X Y = XY = XY, =0

= X'(ya - yb) + y'(Xb - Xa) + Xa'yb - Xb'yb =0
fazendo

:>(ya _yb) =a

= (X, —X,)=b

= XYy — %Y, =C
Portanto:
ax+by+c=0

Conclui-se que a equagdo da reta é do
tipo ax+by+c=0 como descrita

anteriormente.

O contetdo de reta é muito dinamico
guando desenvolvido com o software; questdes
como inclinagdo e coeficiente angular de uma
reta e declividade sdo interessantes de serem
trabalhados de maneira construtiva. Através de
analise 0 aluno chega na equacao reduzida da
reta do tipo y = mx+b, onde m é o coeficiente

angular e n coeficiente linear. Estes coeficientes
nos levam facilmente a visualizagéo de posicoes
relativas entre duas retas, conceituado por [7].

Definicdo Dada duas retas r e s distintas e ndo
verticais, elas sdo paralelas se, e somente se,
seus coeficientes angulares sdo iguais, isto

émg =m. [7].

As retas coincidentes sdo de facil analise
através da imagem, embora quando €é para
analisar as equagfes, 0s alunos encontram
muitas dificuldades e muitos decoram a regra,
ja que ndo entendem.

No Geogebra € facil trabalhar com a
construcdo de retas, ajudando os alunos a
posteriormente a construcdo poderem debater
com os demais até chegarem a uma conclusao
desta definicdo. Certamente os alunos logo
observaram que os angulos formados pelas retas

e 0 eixo do x sdo congruentes, ou seja possuem
mesmas medidas, como ilustra construcdo da
Figura 4 abaixo .

/

-

v o v
-3 -2 -1 o 1
g i

Figura 4- Retas paralelas ( construida
no Geogebra)

A definicdo de retas concorrentes €
também facilmente trabalhada utilizando o
mesmo processo anteriormente discutido. Se o
aluno ndo entende o porqué, posteriormente
esquecera; quando construido e entendido o
processo da definicdo através da construcéo
grafica, faz com ele esquematize e esta definicdo
serd guardada de uma maneira diferenciada ndo
pelo processo do decorar:

Definicdo: Dadas duas retas r e s distintas e ndo
verticais, elas sdo concorrentes se e somente se
seus coeficientes angulares sdo diferentes, isto é

m.=m. [7].

Essa demonstracdo ficaria interessante,
ja que o aluno vai desenvolver a definicdo passo
a passo com conhecimentos anteriores até o
processo final chegando ao seguinte resultado
como na figura abaixo:
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Figura5 Retas concorrentes (desenvolvidas no
Geogebra)

Podem ser trabalhados muitos conceitos
relacionados a retas, interpretacdes graficas de
um sistema de equagdes, representacdo de retas
perpendiculares, trabalhadas distancia entre dois
pontos e reta, inequacGes e suas variaveis, e
outras situagbes, realizadas aplicacbes de
fungdes e construcdo de grafico de maneira facil
e pratica. JA que este trabalho é dinamico o
aluno vai adquirindo habilidade de trabalhar o
programa e as construces sdo desenvolvidas
com maior agilidade. Mas, para se trabalhar com
0 geogebra é vidvel o aluno conheca a teoria
para que ele possa ir desenvolvendo as
construcBes e analisando 0s seus resultados com
os resultados esperados, para que o professor
possa trabalhar de maneira a orientar o discente
até gque o mesmo chegue aos resultados
esperados.

As circunferéncias formam outro grande
topico deste trabalho também, j& que a sua
interpretacdo analitica também é bem abstrata.
Por isso, uma metodologia muito interessante é
utilizar a analogias do contelido com atividades
do dia a dia como, por exemplo, irrigacdo de
uma lavoura com a utilizag&o do pivd, o ponteiro
de um reldgio, etc, que sdo situacdes simples e
acabam levando o aluno a discutir esta relacdo e
entender facilmente a definicdo. Apds esta
abordagem podem ser citados simbolos e
formulas até chegar nas principais definicGes
matematicas sobre circunferéncias, iniciando
pela definicdo da equacdo da circunferéncia que
é conceituado por [7].

Defini¢do: Circunferéncia € o conjunto de
todos 0s pontos que estdo a mesma distancia ndo
nula de um ponto fixo, denominado centro.Cada

segmento de reta que une o centro da
circunferéncia a um de seus pontos é chamado
de raio (r) [7].

Esta definicdo pode ser esplanada em
sala de aula e apo6s isso, desenvolvidos alguns
graficos no Geogebra. E interessante sempre
retomar conteldos ja trabalhados de forma
continua usando linguagem de acordo com o
contexto, para que posterior ao desenvolvimento
das propriedades descritas, 0 aluno construa suas
conclusoes.

P(x,y)

d(C,P)=r

(a;b)

0 1 2 3 4
Figura 6 Circunferéncia construida no
Geogebra.

A imagem acima é uma introducéo bésica
e fundamental para o desenvolvimento posterior
de atividades que envolvam este conceito, como
exemplo a equacdo onde [7] conceitua ;

Definicdo A equagdo reduzida da circunferéncia
de centro C(a,b) e raio r é dada por :

(x-a)’ +(y-b)*=r’

e a equacdo normal ou equacdo geral da

circunferéncia é:
x? +y? —2ax—2by+a®+b*-r> =0

Nesta  definicho sdo  envolvidos
conceitos adquiridos anteriormente, como por
exemplo produtos notdveis e desenvolvimento
algébrico, lugar geométrico, etc que serdo
essenciais durante a resolucdo de problemas de
circunferéncia.

Existe um caso particular de equacdo de
circunferéncia que é quando o centro € igual a
origem, onde a=b=0,entdo a equacdo da geral

seré da seguinte forma x> +y? —r? =0.
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As posicOes relativas entre reta e
circunferéncias formam outro eixo importe da
partes de circunferéncia que é de dificil analise
sem a visualizagcdo grafica. Este é o caso
também de posicbes relativas entre duas
circunferéncias e estes conceitos séo abstratos e
requerem um raciocinio légico mais apurado,
onde a maioria acaba resolvendo exercicios de
maneira mecanica j& que habilidades como a
calculo algébrico e até mesmo conceitos de
geometria plana sdo falhas.

Outros temas de geometria analitica
necessitam de habilidades gréaficas, como elipse,
hipérbole, parébola, os quais ndo foram o foco
da analise deste trabalho, também podem ser
desenvolvidos de maneira articulada com o
curriculo de geometria analitica.

CONCLUSAO

Este trabalho foi pautado com o objetivo
de analisar a contribuicdo do Geogebra no
ensino de conceitos da geometria analitica.
Tratando de uma anélise bibliografica ndo
podemos ter respostas definitivas apenas
conjeturas, ja que este trabalho ndo foi aplicado
com um determinado grupo de aluno.

Com o desenvolvimento da pesquisa
percebe-se que o uso de tecnologias esta cada
vez mais presente em sala de aula de maneira
bem simples que sdo celulares e outras midias
modernas que é atrativo aos alunos ja que eles
podem adquirir conhecimento das mais diversas
formas, sejam estas cientificas ou néo.

O Geogebra foi o foco desta pesquisa ja
que é um software livre e gratuito, e por este
programa trabalhar com construgdes que podem
ser planejadas nas mais diferentes formas
possiveis. Destaca-se que 0 programa nao vem
substituir o ensino tradicional, e sim auxiliar nos
desenvolvimento dos contetidos.

Conclui-se finalmente que o Geogebra é
um facilitador no ensino da geometria analitica,
ndo requerendo conhecimento avangado de
informéatica. Sua estrutura é bem dindmica
suprindo algumas dificuldades dos alunos. Ou
seja, Apbs esta analise, pode-se observar que
este programa é uma ferramenta auxiliadora nos
conceitos basicos de G.A desenvolvendo

habilidades de maneira mais dindmica e objetiva.
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